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RESUMO
Esse trabalho propo˜e a inserc¸a˜o de restric¸a˜o de liquidez em um modelo de selec¸a˜o de
carteiras, visando aplicac¸a˜o no mercado brasileiro. No Brasil, a Comissa˜o de Valores Imobilia´rios
(CVM) expo˜e a importaˆncia do controle da liquidez de fundos de investimentos atrave´s de instruc¸a˜o
publicada em 2012. A restric¸a˜o proposta considera paraˆmetros utilizados nas normas brasileiras de
controle de liquidez, como percentual do total negociado ma´ximo, nı´vel de liquidac¸a˜o e prazo para
liquidac¸a˜o. O modelo e´ aplicado considerando-se diversos cena´rios, sendo variados paraˆmetros
como valor da carteira formada e nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel, em diferentes intervalos de formac¸a˜o
de portfo´lios. Verificam-se os nı´veis de liquidac¸a˜o das carteiras formadas e seu impacto no nı´vel
de risco das mesmas. Os resultados se mostraram consistentes, com bons nı´veis de percentual
liquidado das carteiras formadas, pro´ximos aos nı´veis de liquidac¸a˜o aceita´veis. Foi constatado
tambe´m um aumento do nı´vel de risco das carteiras mais restritas pela liquidez.
PALAVRAS CHAVE. liquidez, selec¸a˜o de carteiras, restric¸a˜o de liquidez.
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ABSTRACT
This work proposes the insertion of a liquidity constraint in a portfolio selection model,
aiming to be applied in the Brazilian market.In Brazil, the ”Comissa˜o de Valores Imobilia´rios”,
CVM, exposes the importance of controlling the liquidity of investment funds through the instruc-
tion published in 2012 . The constraint proposed in this paper considers parameters used in the
Brazilian regulatory standards of liquidity control parameters such as maximum percentage of mo-
netary value, liquidation level and liquidation term date. The model is applied considering several
scenarios,varying parameters such as the portfolio value and acceptable liquidation level, in diffe-
rent portfolio formation intervals. The liquidation levels of the portfolios formed and their impact
on the risk of the portfolios are verified. The results were consistent, with good levels of liquidation
of the portfolios formed, close to acceptable liquidation levels. There was also an increase in the
risk of liquidity-restricted portfolios.
KEYWORDS. liquidity, portfolio selection, liquidity constraint.
OR in finance, portfolio optimization
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1. Introduc¸a˜o
A liquidez e´ um conceito muito conhecido e utilizado no mercado. Apesar disso, modelos de
selec¸a˜o de carteira cla´ssicos como Markowitz [1952] costumam considerar apenas relac¸o˜es de risco
e retorno ao analisar um investimento, assumindo que os ativos citetm ser negociados continua-
mente, em qualquer quantidade. Geralmente, estes modelos na˜o consideram a liquidez dos ativos
envolvidos, o que citet trazer efeitos negativos ao investidor. Durante o processo de decisa˜o, ale´m
da rentabilidade e do risco, o prazo que se estara´ disposto a permanecer na posic¸a˜o e a possibilidade
de saı´da da posic¸a˜o se mostram importantes.
A posic¸a˜o de um investidor em um determinado ativo esta´ relacionada com a quantidade
de ativos e seu prec¸o. Pore´m, dependendo da quantidade de ativos o fechamento da posic¸a˜o se
torna impossibilitado no determinado prec¸o. Um pequeno investidor provavelmente consiga vender
todos os seus ativos pelo prec¸o desejado, pore´m um grande investidor certamente na˜o tera´ a mesma
facilidade. Seria necessa´ria uma reduc¸a˜o no prec¸o para a venda de todos os ativos. Portanto, uma
grande oferta de ativos gera queda no prec¸o do mesmo, reduzindo o retorno proveniente de sua
venda.
A precificac¸a˜o de ativos tem na liquidez um importante fator. Quanto menor a liquidez,
maior e´ o custo de negociac¸a˜o do ativo. Desta forma, se espera um retorno maior para um ativo com
menor liquidez. Pore´m, investir em ativos com baixa liquidez muitas vezes na˜o se torna vantajoso,
se o perı´odo de investimento for curto, pois os custos de transac¸a˜o atuam de forma a reduzir os ga-
nhos. Em muitos casos, sa˜o perı´odos longos que tendem apresentar vantagens em investimentos em
ativos com pouca liquidez. Portanto, na selec¸a˜o de investimentos, e´ importante analisar a liquidez,
ale´m da relac¸a˜o risco-retorno.
No Brasil, a Comissa˜o de Valores Imobilia´rios (CVM), responsa´vel por normalizar e fis-
calizar a atuac¸a˜o de agentes de mercado no Brasil, indica a respeito da importaˆncia do controle da
liquidez dos fundos de investimento. Em 2012, em uma instruc¸a˜o, a CVM reformou as regras dos
fundos de investimento, dando importaˆncia para a liquidez.
Em Pereira et al. [2015] e´ proposta uma restric¸a˜o de liquidez para modelos de selec¸a˜o de
carteiras. A restric¸a˜o proposta considera normas brasileiras de controle de liquidez e tem aplicac¸a˜o
individual em todos os ativos participantes da carteira. O artigo citado acima e´ utilizado como ponto
de partida para o presente trabalho. O principal ponto que difere de Pereira et al. [2015] esta´ na
maneira que a liquidez e´ considerada. No presente estudo e´ considerada a liquidez do portfo´lio
como um todo. Portanto e´ adotado que na˜o necessariamente todos os ativos participantes estejam
individualmente atendendo a`s normas, mas sim a carteira formada.
Em Lo et al. [2003] e´ realizado um teste, comparando treˆs medic¸o˜es de liquidez: taxa
de turnover, volume negociado e bid-ask spread. Foi constatada grande correlac¸a˜o entre as treˆs
medidas. Portanto, no presente estudo foi escolhido o volume financeiro negociado como medida
de liquidez pela facilidade de obtenc¸a˜o e manipulac¸a˜o dos dados. Em Pereira et al. [2015], onde
e´ utilizado o volume moneta´rio, e´ feita uma comparac¸a˜o de treˆs medic¸o˜es de liquidez utilizando
o volume: me´dia mo´vel de 5 dias, me´dia mo´vel de 30 dias e decaimento exponencial simples.
Foi constatada grande correlac¸a˜o entre as treˆs medidas. Para o presente trabalho foi escolhida a
me´dia mo´vel de 30 dias, pois apesar da alta correlac¸a˜o com as demais medidas, foi a medida que
apresentou menores valores para percentual liquidado da carteira em Pereira et al. [2015]. Portanto
foi escolhido o caso que apresentou os piores resultados, apesar da alta correlac¸a˜o entre todas as
opc¸o˜es.
Com o objetivo de aplicac¸a˜o no Brasil, paraˆmetros considerados em manuais de corretoras
e bancos para o controle de liquidez esta˜o presentes nas restric¸o˜es aplicadas no presente trabalho.
Segundo Pereira et al. [2015] a liquidez e´ controlada pelas corretoras e bancos, basicamente, com
base em treˆs indicadores: o percentual limite do volume total negociado, o prazo para liquidac¸a˜o, e
o nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel.
O percentual limite do volume total negociado (plmax) e´ o percentual ma´ximo do total
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me´dio transacionado que se acredita que a sua venda na˜o causara´ impacto no prec¸o do ativo. O
prazo para liquidac¸a˜o (ppzomax) e´ o perı´odo ma´ximo para que o total de um determinado ativo seja
liquidado. O nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel (pnvlmin) representa uma flexibilizac¸a˜o da exigeˆncia
de liquidac¸a˜o total da posic¸a˜o, na˜o sendo necessa´ria a completa liquidac¸a˜o no prazo exigido. Em
Pereira et al. [2015] e´ criada a constante β, que relaciona estes treˆs paraˆmetros. Esta constante e´
adicionada na restric¸a˜o de liquidez imposta pelos autores. O β e´ apresentado abaixo, na equac¸a˜o 1:
β =
plmax.ppzomax
pnvlmin
(1)
A inserc¸a˜o da restric¸a˜o considerada no presente trabalho, com paraˆmetros de controle de
liquidez, aplicado no mercado brasileiro, apresenta bons resultados para percentuais liquidados das
carteiras formadas. Comparando com carteiras selecionadas na auseˆncia da restric¸a˜o, e´ observado
um aumento considera´vel na liquidac¸a˜o das mesmas. Em diversos casos analisados o percentual
liquidado se mostra sempre pro´ximo ao nı´vel aceita´vel. Como esperado, o risco das carteiras restri-
tas pela liquidez se mostra com valores mais elevados, pore´m, as carteiras formadas se adequam a`s
normas brasileiras, no que diz respeito ao controle da liquidac¸a˜o aceita´vel.
Este trabalho tem como objetivo a aplicac¸a˜o de restric¸a˜o de liquidez em um modelo geral
de selec¸a˜o de carteira, visando aplicac¸a˜o no mercado brasileiro, sendo este o seu principal obje-
tivo. Aplicac¸a˜o de restric¸a˜o que leve em considerac¸a˜o as normas brasileiras a respeito do controle
da liquidez de fundos de investimento. Alguns objetivos especı´ficos podem ser citados: utilizar
restric¸o˜es de liquidez que sejam aplica´veis em va´rios modelos de investimento, analisar a liqui-
dez do portfo´lio como um todo, e na˜o individualmente dos ativos participantes, considerar o valor
moneta´rio do portfo´lio como varia´vel da liquidez, utilizar o volume financeiro como me´trica de
liquidez.
A principal limitac¸a˜o do estudo realizado e´ o fato de ser considerado apenas um modelo
de selec¸a˜o de carteiras. Para simplificar, pelo elevado tempo de processamento, foi utilizado o
modelo de mı´nima variaˆncia com variaˆncia amostral. Apesar disso, as restric¸o˜es impostas na˜o sa˜o
dependentes do modelo de selec¸a˜o utilizado, sendo possı´vel utiliza´-las em qualquer outro modelo
de otimizac¸a˜o. Outro ponto a ser comentado e´ que o modelo utilizado na˜o leva em considerac¸a˜o a
interac¸a˜o de liquidez entre os ativos, ou seja, a variac¸a˜o da liquidez de um ativo na˜o afeta a liquidez
dos demais.
2. Revisa˜o Bibliogra´fica
Em virtude da necessidade de se levar em conta os efeitos da liquidez, o interesse pelo tema da co-
munidade cientifica tem crescido. Nesta sec¸a˜o sera´ apresentada uma base teo´rica que sera´ utilizada
no modelo do trabalho. Primeiramente sera˜o apresentados os principais ı´ndices de liquidez. Em
seguida, sera˜o discutidas as formas de restric¸a˜o de liquidez no modelo de selec¸a˜o de carteira.
2.1. Me´tricas de Liquidez de Ativos
O estudo da liquidez possui um grande problema que e´ o fato da liquidez ser multidimensional. Este
fato torna dificultada uma observac¸a˜o de forma direta da liquidez. A utilizac¸a˜o de aproximac¸o˜es
ocasiona, inevitavelmente, em erros de medic¸a˜o. Entre pesquisadores, na˜o ha´ unanimidade a res-
peito da melhor aproximac¸a˜o. Segundo Demsetz [1968], sa˜o determinantes da liquidez de um ativo:
o volume financeiro transacionado, o nu´mero de nego´cios, a volatilidade, o tamanho da empresa e o
prec¸o da ac¸a˜o. E´ possı´vel criar ı´ndices artificiais que tentam capturar da forma mais precisa possı´vel
o comportamento da liquidez. Sa˜o apresentados a seguir os principais ı´ndices baseados em volume
assim como os principais ı´ndices baseados em prec¸os.
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2.1.1. I´ndices baseados em Volume
O volume financeiro e´ bastante utilizado como aproximac¸a˜o para a liquidez. Segundo Gabrielsen
et al. [2011], ı´ndices baseados em informac¸a˜o fornecida pelo volume negociado esta˜o relacionados
com o impacto no prec¸o das transac¸o˜es. Isso pode ser capturado simplesmente medindo-se o valor
total de ac¸o˜es negociadas em um perı´odo definido. E´ intuitivo pensar que uma ac¸a˜o que negocia
muito possui liquidez elevada. Apesar da simplicidade, o volume transacionado pode ser conside-
rado uma medida confia´vel da liquidez, apesar de na˜o ser unanimidade entre os pesquisadores.
Em Brennan et al. [1998] e´ investigado se os retornos esperados sa˜o explicados por diver-
sas caracterı´sticas, entre elas a liquidez. Eles empregam o volume moneta´rio transacionado como
proxy para esta varia´vel, pois consideraram uma medida mais apropriada para seu estudo devido
a grande disponibilidade de uma longa serie de dados, permitindo assim a realizac¸a˜o de testes de
hipo´tese mais robustos.
Outro ı´ndice baseado em volume e´ a taxa de turnover. Ela relaciona o volume total tran-
sacionado e o total de ativos emitidos. Em Correia et al. [2008], onde e´ examinado se o retorno das
ac¸o˜es pode ser explicado pela liquidez, e´ utilizado o ı´ndice turnover como proxy. Alguns outros
trabalhos que utilizam este ı´ndice como aproximac¸a˜o de liquidez sa˜o Datar et al. [1998], Marshall
e Young [2003], Chan e Faff [2003] e Jun et al. [2003]. No estudo de Chordia et al. [2001] foi
analisada a relac¸a˜o entre retornos esperados e duas proxies para liquidez: o volume transacionado
e o ı´ndice turnover.
2.1.2. I´ndices baseados em Prec¸os
Uma medida de liquidez bastante utilizada por pesquisadores e´ a diferenc¸a entre o prec¸o ofertado
de um ativo e seu prec¸o demandado, o bid-ask spread. Em Amihud e Mendelson [1986] a liquidez
e´ aproximada pelo bid-ask spread para examinar a relac¸a˜o entre retorno e liquidez. Diversos outros
autores como Brennan e Subrahmanyam [1996], Atkins e Dyl [1997], Jacoby et al. [2000] tambe´m
utilizaram esta medida como aproximac¸a˜o para liquidez.
A ana´lise direta da variac¸a˜o nos prec¸os e´ utilizada para inferir a liquidez de um ativo ou
um mercado. Os principais ı´ndices baseados em prec¸os sa˜o a taxa de liquidez de March e Rock
(1986) e a taxa de variaˆncia, segundo Gabrielsen et al. [2011].
Em Amihud [2002] e´ proposta uma medida de iliquidez como sendo a raza˜o entre o
retorno absoluto e o volume financeiro negociado. Esta medida utiliza dados dia´rios e pode ser
interpretada como a resposta do prec¸o associada com o volume negociado, sendo enta˜o uma medida
de impacto no prec¸o. Resultados mostram que os retornos sa˜o func¸a˜o crescente da iliquidez.
2.2. Restric¸o˜es de Liquidez
Nesta sec¸a˜o sa˜o abordadas formas de se inserir a liquidez como restric¸a˜o no problema de selec¸a˜o
de carteira encontradas na literatura. Existem basicamente treˆs maneiras de incluir esse paraˆmetro
como restric¸a˜o: a filtragem pre´via, a me´dia ponderada e a restric¸a˜o individual no ativo.
2.2.1. Filtragem Pre´via
A ideia e´ filtrar a amostra previamente, definindo uma liquidez de corte. Apenas ativos com liquidez
mı´nima definida podera˜o fazer parte da carteira. Na˜o se trata de uma restric¸a˜o no modelo propri-
amente dito, mas uma exclusa˜o de ativos que na˜o possuam liquidez mı´nima exigida, funcionando
como um pre´-processamento, realizado antes do procedimento de otimizac¸a˜o da carteira.
2.2.2. Me´dia Ponderada
E´ possı´vel, ao inve´s de filtragem pre´via de ativos, ser utilizada uma restric¸a˜o que considera a liqui-
dez da carteira como um todo, definido por Lo et al. [2003]. Utilizando essa me´trica de liquidez no
portfo´lio, e´ proposta uma restric¸a˜o que assegura que a me´dia ponderada da liquidez dos ativos par-
ticipantes da carteira seja maior que um determinado nı´vel. Dessa forma, ativos que possivelmente
seriam excluı´dos na filtragem pre´via podem ser utilizados, aumentando o universo de soluc¸o˜es da
selec¸a˜o da carteira.
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Algumas limitantes dessa me´trica de liquidez sa˜o abordadas por Lo et al. [2003]. Ao
ser utilizada a me´dia ponderada como liquidez do portfo´lio, na˜o esta´ sendo considerada nenhuma
interac¸a˜o entre os ativos. A liquidez de um ativo na˜o e´ afetada pela liquidez de nenhum outro.
Ale´m disso, a imposic¸a˜o dessa restric¸a˜o desconsidera o valor moneta´rio dos portfo´lios formados,
sendo analisado apenas o peso em cada um dos ativos. Portfo´lios com valores financeiros elevados
possuem maior dificuldade de liquidac¸a˜o.
A utilizac¸a˜o apenas dessa restric¸a˜o de liquidez pode gerar escolhas por ativos pouco
lı´quidos para a formac¸a˜o da carteira, devido ao seu alto retorno. Esses ativos com baixa liqui-
dez sa˜o respaldados pela inclusa˜o de ativos muito lı´quidos. Esse efeito na formac¸a˜o da carteira
pode ser muitas vezes na˜o deseja´vel.
2.2.3. Restric¸a˜o por ativos individuais
Nessa restric¸a˜o e´ levado em considerac¸a˜o o valor financeiro alocado em cada ativo que fac¸a parte
da carteira. O valor ma´ximo alocado em um determinado ativo e´ dependente de sua liquidez. Dessa
forma, um ativo tera´ menos valor alocado caso sua liquidez for baixa.
Em Pereira et al. [2015] foi imposta uma restric¸a˜o por ativos individuais na qual o valor
moneta´rio de um ativo e´ limitado por sua liquidez. Nesta restric¸a˜o e´ inserida a constante β que
multiplica a liquidez. Esta constante considera paraˆmetros de normas brasileiras para controle de
liquidez. A restric¸a˜o esta´ demonstrada na equac¸a˜o 2.
xi.V TC ≤ β.li (2)
3. Metodologia
Em Lo et al. [2003] e´ realizado um teste, comparando treˆs medic¸o˜es de liquidez: taxa de turno-
ver, volume negociado e bid-ask spread. Foi constatada grande correlac¸a˜o entre as treˆs medidas.
Portanto, no presente artigo foi escolhido o volume financeiro negociado como medida de liquidez
pela facilidade de obtenc¸a˜o e manipulac¸a˜o dos dados. Em Pereira et al. [2015], onde e´ utilizado
o volume moneta´rio, e´ feita uma comparac¸a˜o de treˆs medic¸o˜es de liquidez utilizando o volume:
me´dia mo´vel de 5 dias, me´dia mo´vel de 30 dias e decaimento exponencial simples. Foi constatada
grande correlac¸a˜o entre as treˆs medidas. Para o presente trabalho foi escolhida a me´dia mo´vel de 30
dias, pois apesar da alta correlac¸a˜o com as demais medidas, foi a medida que apresentou menores
valores para percentual liquidado da carteira em Pereira et al. [2015].
3.1. O Modelo de Mı´nima Variaˆncia
O modelo tem como objetivo a minimizac¸a˜o do risco da carteira. Este risco sera´ medido pela
variaˆncia dos ativos participantes do portfo´lio, dado um retorno mı´nimo exigido. A variaˆncia da
carteira e´ calculada levando em considerac¸a˜o a interac¸a˜o entre os ativos, medida pela covariaˆncia.
A func¸a˜o objetivo a ser minimizada pode ser escrita como:
min
N∑
i=1
N∑
j=1
xi.xj .σij (3)
Onde xi e´ o peso alocado no ativo i, σij e´ a covariaˆncia dos retornos entre o ativo i e o
ativo j, em uma carteira formada por N ativos.
As restric¸o˜es sa˜o apresentadas abaixo. E´ adotado que todo o capital disponı´vel sera´ uti-
lizado, ou seja, a soma dos pesos de todos os ativos que formam a carteira e´ igual a um. Como
premissa, por simplificac¸a˜o, na˜o sera˜o consideradas vendas a` descoberto. Portanto os pesos de to-
dos os ativos devera˜o ser maiores ou iguais a zero. Tambe´m por simplificac¸a˜o, na˜o sera´ considerado
retorno exigido para a carteira formada.
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N∑
i=1
xi = 1 (4)
xi ≥ 0, ∀x (5)
Apo´s testes iniciais foi constatado um elevado tempo de processamento. Para tornar
possı´vel a realizac¸a˜o dos testes desejados foi necessa´rio a utilizac¸a˜o de uma adaptac¸a˜o do mo-
delo original de Markowitz, que aprimora o desempenho computacional. Foram construı´das no
total mais de 17 mil carteiras, variando o tempo de processamento de 30 segundos, podendo chegar
a mais de 10 minutos em alguns casos para a formac¸a˜o de cada carteira. Isso se deve a` complexi-
dade da restric¸a˜o imposta. Foi imposto um limite ma´ximo de tempo para a tentativa de formac¸a˜o
de carteiras. Ao chegar aos 10 minutos o procedimento e´ interrompido e a carteira na˜o e´ formada.
Apesar da imposic¸a˜o do modelo adaptado e do limite de tempo foi observado um elevado tempo
computacional para a realizac¸a˜o de todos os testes desejados.
A adaptac¸a˜o do modelo original de Markowitz utilizada, visando aprimorar o desempenho
computacional, e´ proposta em Filomena e Lejeune [2012]. A func¸a˜o objetivo, juntamente com a
restric¸a˜o imposta ao modelo, esta˜o demonstrados nas equac¸o˜es 6 e 7, respectivamente
Func¸a˜o Objetivo:
min
1
card(T )
.
T∑
t=1
y2t (6)
sujeito a`:
yt =
N∑
i=1
difi,t.xi (7)
3.2. Restric¸a˜o de Liquidez
A restric¸a˜o proposta neste modelo tem como objetivo flexibilizar a restric¸a˜o imposta em Pereira
et al. [2015], onde todos os ativos tem seu peso ma´ximo limitado por sua liquidez multiplicada pelo
β. Foi considerada a analise de cada ativo, individualmente quanto ao que e´ possı´vel ser liquidado.
As duas possibilidades possı´veis de liquidac¸a˜o para cada ativo sa˜o: liquidar todo o valor alocado
no ativo ou liquidar o valor possı´vel de ser liquidado. Na pra´tica ocorre a possibilidade na qual
apresenta o menor valor moneta´rio. Portanto, para cada ativo, foi considerado o mı´nimo entre o
valor alocado e o valor possı´vel de ser liquidado do mesmo. Dessa forma a liquidac¸a˜o da carteira e´
o somato´rio do mı´nimo entre as duas possibilidades acima descritas de cada ativo. Ao se considerar
o mı´nimo de cada ativo e posteriormente somando para todos os ativos se reduz o valor ma´ximo da
carteira permitido, garantindo, teoricamente, que sera´ liquidado o valor desejado.
V TC.pnvlmin ≤
∑
i
min[xi.V TC; plmax.ppzomax.li] (8)
4. Testes Empı´ricos
Foram realizados testes, comparando resultados entre o modelo com restric¸a˜o de liquidez e o mo-
delo sem restric¸a˜o. Foram considerados quatro intervalos diferentes de formac¸a˜o de carteiras, sendo
eles 1 dia, 20 dias, 40 dias e 60 dias. Em cada um dos intervalos foram utilizados treˆs valores mo-
neta´rios para as carteiras formadas. Foram formadas carteiras de 1 milha˜o, 10 milho˜es e 100 milho˜es
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Tabela 1: Teste 1, sem restric¸a˜o de liquidez
Intervalo VTC (R$) % liquidada Desv Pad N ativos Ret med N portfo´lios
20 dias 1E+06 38,11% 1,18E-01 45,8 -0,049 106
20 dias 1E+07 19,85% 8,57E-02 45,8 -0,049 106
20 dias 1E+08 7,30% 4,69E-02 45,8 -0,049 106
40 dias 1E+06 37,95% 1,28E-01 45,9 -0,026 53
40 dias 1E+07 19,82% 8,84E-02 45,9 -0,026 53
40 dias 1E+08 7,28% 4,76E-02 45,9 -0,026 53
60 dias 1E+06 37,11% 1,19E-01 46,6 -0,019 36
60 dias 1E+07 19,23% 8,29E-02 46,6 -0,019 36
60 dias 1E+08 7,03% 4,57E-02 46,6 -0,019 36
de reais. Nos testes com restric¸a˜o de liquidez adotaram-se os valores de 30%, 50%, 70% e 100%
para o nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel da carteira formada. Em todos os testes na˜o foi considerado
retorno exigido para a carteira. O objetivo e´ encontrar a carteira de mı´nima variaˆncia, qualquer que
seja o seu retorno.
Para a ana´lise das carteiras formadas com um intervalo de apenas um dia na˜o foi possı´vel
ser utilizada toda a amostra devido ao elevado tempo de processamento que seria necessa´rio. Optou-
se por extrair treˆs amostras de 250 dias cada, em perı´odos diferentes, sendo uma delas no inicio do
perı´odo, outra relativamente na parte me´dia e a terceira no final do perı´odo com dados disponı´veis.
Portanto foram estudadas treˆs amostras de 250 dias cada, com formac¸a˜o de carteira com o intervalo
de 1 dia.
Devido ao tempo de processamento variar e em alguns casos chegar a valores muito ele-
vados, foi necessa´rio impor um tempo limite para seja encontrada uma soluc¸a˜o. Foi imposto um
tempo limite de 10 minutos para a formac¸a˜o de cada carteira. Caso o tempo seja atingido e a car-
teira ainda na˜o estiver formada o processo sera´ interrompido, seguindo para a pro´xima carteira a ser
formada.
Em cada um dos testes sa˜o analisados: o percentual liquidado me´dio, entre todas as car-
teiras formadas, o nu´mero de dias em que foi possı´vel formac¸a˜o de carteira, o retorno me´dio entre
todas as carteiras formadas, o nu´mero me´dio de ativos participantes e o risco da carteira formada.
Foram utilizadas treˆs medic¸o˜es de previsa˜o de volatilidade diferentes: um modelo de GARCH(1,1)
e atrave´s de EWMA com paraˆmetro 0,94, ale´m do desvio padra˜o amostral da carteira formada.
Para a composic¸a˜o da base de dados do trabalho sera˜o utilizados prec¸os de fechamentos e
volume moneta´rio negociado, ambos na frequeˆncia dia´ria. Sera˜o obtidos estes dados para ativos de
empresas listadas na BM&FBOVESPA atrave´s do software Economa´tica. A amostra inicial possui
610 ativos, no perı´odo entre 01/01/2007 e 02/08/2016. Foram retirados da amostra ativos com me-
nos de 80% de dados disponı´veis no perı´odo de ana´lise. Foram removidas ac¸o˜es duplicadas de uma
mesma empresa, deixando apenas um ativo por empresa (o ativo com maior volume negociado).
Apo´s a filtragem 252 ativos permaneceram na amostra. Sendo retirados os feriados e datas com
dados indisponı´veis a amostra possui 2370 dias.
4.1. Resultados
4.1.1. Teste 1: Intervalos de formac¸a˜o de carteiras de 20, 40 e 60 dias
Os resultados de porcentagem liquidada me´dia, juntamente com seu desvio padra˜o, nu´mero de
carteiras formadas, nu´mero me´dio de ativos participantes e retorno anualizado me´dio, para carteiras
formadas sem restric¸o˜es de liquidez sa˜o demonstrados na Tabela 1. As carteiras formadas neste
caso na˜o dependem do valor da carteira estipulado. Para os treˆs valores de carteira analisados as
carteiras formadas sa˜o ideˆnticas no que diz respeito a` porcentagem alocada em cada ativo.
Foi observado um comportamento parecido para os treˆs intervalos analisados. No in-
tervalo de formac¸a˜o de carteiras de 20 dias foram observadas, para valores de carteira de R$ 1
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Tabela 2: Previso˜es de volatilidade no teste 1, sem restric¸a˜o de liquidez
Intervalo Desvio Padra˜o GARCH EWMA
20 dias 0,0648 0,0704 0,0763
40 dias 0,0649 0,0784 0,0960
60 dias 0,0650 0,0921 0,1036
Tabela 3: Intervalo de 20 dias, com restric¸a˜o de liquidez
Intervalo VTC (R$) % liquidada Desv Pad N ativos Ret med N portfo´lios
0,3 1E+06 50,29% 1,0E-01 48,21 -0,0405 106
0,3 1E+07 29,37% 3,0E-02 52,48 -0,0319 106
0,3 1E+08 28,12% 1,5E-02 70,70 -0,0192 106
0,5 1E+06 54,29% 7,1E-02 50,44 -0,0444 106
0,5 1E+07 46,79% 2,7E-02 66,36 -0,0049 106
0,5 1E+08 46,52% 2,2E-02 83,97 0,0330 106
0,7 1E+06 65,80% 4,9E-02 57,62 -0,0055 106
0,7 1E+07 64,74% 3,5E-02 74,20 0,0375 106
0,7 1E+08 64,99% 3,0E-02 90,54 0,0677 106
1 1E+06 90,44% 5,8E-02 61,05 0,0458 105
1 1E+07 92,24% 4,2E-02 65,33 0,0896 104
1 1E+08 92,37% 4,3E-02 70,59 0,0116 106
milha˜o, R$ 10 milho˜es e R$ 100 milho˜es porcentagens liquidadas me´dias de 38,11%, 19,85% e
7,3%, respectivamente. Como esperado, quanto maior o valor da carteira, menor foi sua liquidez.
Comparando diferentes intervalos os resultados foram muito parecidos, tendo uma leve reduc¸a˜o na
liquidez conforme se aumenta o nu´mero de dias no intervalo.
Os resultados para previsa˜o de volatilidade no dia da liquidac¸a˜o esta˜o apresentados na
Tabela 2. O desvio padra˜o se mostrou muito parecido nos treˆs casos. As previso˜es realizadas
atrave´s de GARCH e EWMA apresentaram volatilidades com valores mais elevados.
Para os casos com presenc¸a de restric¸o˜es na liquidez no modelo os resultados foram divi-
didos pelo intervalo de formac¸a˜o das carteiras. Na Tabela 3 esta˜o apresentados resultados para os
intervalo de 20 dias. Ja´ os resultados para previso˜es de volatilidade sa˜o demonstrados a Tabela 4.
Os resultados para os intervalos de 40 e 60 dias foram muito semelhantes.
Tabela 4: Previso˜es de volatilidade para o intervalo de 20 dias, com restric¸a˜o de liquidez
pnvl VTC (R$) Desvio Padra˜o GARCH EWMA
0,3 1E+06 0,065 0,074 0,087
0,3 1E+07 0,067 0,077 0,087
0,3 1E+08 0,074 0,083 0,092
0,5 1E+06 0,067 0,075 0,088
0,5 1E+07 0,073 0,081 0,091
0,5 1E+08 0,093 0,103 0,107
0,7 1E+06 0,070 0,080 0,089
0,7 1E+07 0,087 0,096 0,100
0,7 1E+08 0,121 0,132 0,129
1 1E+06 0,088 0,101 0,102
1 1E+07 0,118 0,134 0,125
1 1E+08 0,178 0,197 0,177
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Tabela 5: Teste 2, sem restric¸a˜o de liquidez
Intervalo VTC (R$) % liquidada Desv Pad N ativos Ret med N portfo´lios
Amostra 1
1E+06 30,89% 12,93% 30,0 -1,14E-03 250
1E+07 12,35% 7,48% 30,0 -1,14E-03 250
1E+08 2,01% 1,99% 30,0 -1,14E-03 250
Amostra 2
1E+06 28,69% 9,04% 26,3 3,75E-04 250
1E+07 15,58% 6,97% 26,3 3,75E-04 250
1E+08 4,99% 2,94% 26,3 3,75E-04 250
Amostra 3
1E+06 32,17% 6,89% 61,6 7,78E-04 250
1E+07 17,28% 4,63% 61,6 7,78E-04 250
1E+08 9,01% 2,43% 61,6 7,78E-04 250
Comparando os testes foi observado um aumento no percentual liquidado me´dio das car-
teiras com presenc¸a de restric¸a˜o de liquidez. Foi observada uma liquidac¸a˜o me´dia, nos casos com
restric¸a˜o, que se aproxima do nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel (pnvl), inserido no modelo. Em todos os
casos a liquidac¸a˜o me´dia ficou pro´xima ao nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel, pore´m sempre um pouco
abaixo, devido ao perı´odo entre a formac¸a˜o da carteira e a sua venda. Analisando o percentual
liquidado e os diferentes valores de carteira analisados na˜o foram observadas diferenc¸as significati-
vas para os diferentes valores de carteira, nos casos em que a carteira esta´ totalmente restrita. Com
excec¸a˜o dos casos em que a restric¸a˜o de liquidez na˜o esta´ ativa, o percentual liquidado na˜o mostrou
depender do valor da carteira estipulado. Foi observado um aumento no nu´mero de ativos partici-
pantes no modelo com restric¸a˜o de liquidez, como previsto. Foi constatado tambe´m um aumento no
nu´mero de ativos participantes para carteiras com valores elevados. Analisando o risco das carteiras
formadas com restric¸a˜o de liquidez, observou-se um aumento no mesmo, como esperado, compa-
rado com as carteiras formadas sem restric¸a˜o de liquidez. Quanto mais restrito e´ o problema, maior
e´ o risco encontrado. Desta forma, quanto maior e´ o nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel ou quanto maior
o valor da carteira definido, mais restrito e´ o problema, aumentando o risco da carteira formada.
4.1.2. Teste 2: Intervalo de formac¸a˜o de carteiras de 1 dia
No segundo teste realizado o intervalo de formac¸a˜o de carteiras e´ de apenas um dia. A carteira
e´ formada e no dia seguinte liquidada. Devido ao custo computacional, na˜o foi possı´vel utilizar
toda a amostra disponı´vel, de 2370 dias, como realizado no Teste 1. Foram consideradas enta˜o treˆs
amostras de 250 dias cada para a realizac¸a˜o do Teste 2. As treˆs ana´lises realizadas na presente sec¸a˜o
sa˜o equivalentes, sendo alterado apenas o perı´odo de ana´lise. A amostra 1 corresponde ao perı´odo
entre Janeiro de 2009 e Janeiro de 2010, a amostra 2 possui o perı´odo entre Setembro de 2011 e
Setembro de 2012 e a amostra 3 corresponde ao perı´odo entre Julho de 2015 e Julho de 2016. As
treˆs amostras foram analisadas de forma independente. Os resultados para carteiras formadas sem
restric¸a˜o esta˜o apresentados na Tabela 5.
Os percentuais liquidados me´dios foram semelhantes nas treˆs amostras analisadas. A
amostra 3 apresentou maior liquidac¸a˜o e menor risco, tendo um nu´mero de ativos participantes
consideravelmente maior. A amostra 1 apresentou os menores percentuais liquidados, para os dois
maiores valores de carteira estudados, 10 milho˜es e 100 milho˜es de reais. Para o maior valor
de carteira considerado (R$: 100 milho˜es) o percentual liquidado me´dio foi sempre abaixo de
10%. Ja´ para as carteiras com o valor de R$: 1 milha˜o, a liquidac¸a˜o me´dia ficou em torno de
30%. Foi observado que carteiras com valor elevado apresentaram menor liquidac¸a˜o, como era
previsto. As carteiras formadas nas amostras 1 e 2 apresentaram nu´mero de ativos participantes
semelhantes.Pore´m, apesar de apresentar liquidac¸a˜o pro´xima a`s demais amostras, na amostra 3 o
nu´mero me´dio de ativos participantes foi de 61,6, muito superior ao resultado das demais amostras.
A Tabela 6 mostra os resultados para a me´dia do risco encontrado na amostra analisada
para as treˆs medic¸o˜es realizadas. A amostra 1 apresentou risco consideravelmente mais alto que as
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Tabela 6: Previso˜es de volatilidade no teste 2, sem restric¸a˜o de liquidez
Desvio Padra˜o GARCH EWMA
Amostra 1 0,1037 0,1120 0,0894
Amostra 2 0,0578 0,0604 0,0570
Amostra 3 0,0452 0,0484 0,0458
Tabela 7: Amostra 1 com restric¸a˜o de liquidez
Intervalo VTC (R$) % liquidada Desv Pad N ativos Ret med N portfo´lios
0,3 1E+06 43,61% 11,18% 38,7 8,68E-07 250
0,3 1E+07 30,07% 1,13% 53,3 -3,95E-07 250
0,3 1E+08 29,72% 0,26% 74,2 -1,23E-06 250
0,5 1E+06 52,71% 5,11% 42,6 -2,47E-06 250
0,5 1E+07 49,50% 0,40% 64,0 -4,44E-06 250
0,5 1E+08 49,56% 0,36% 95,3 -4,86E-06 250
0,7 1E+06 69,78% 2,26% 49,6 3,45E-06 250
0,7 1E+07 69,29% 0,48% 69,2 2,09E-06 250
0,7 1E+08 69,42% 0,44% 103,6 1,28E-06 250
1 1E+06 99,00% 0,89% 50,9 -4,25E-06 250
1 1E+07 98,95% 0,57% 63,1 1,21E-05 245
1 1E+08 99,25% 0,57% 81,6 -9,80E-07 244
outras amostras, possivelmente devido ao perı´odo de ana´lise desta amostra, no qual o paı´s passava
por alta turbuleˆncia econoˆmica. As previso˜es de volatilidade atrave´s dos treˆs me´todos ficaram
pro´ximas em todos os casos.
Os resultados para o modelo com restric¸o˜es de liquidez esta˜o demonstrados em tabelas,
sendo cada tabela para cada amostra analisada. A Tabela 7 mostra os resultados para a amostra 1.
Resultados para as amostras 2 e 3 se mostraram semelhantes.
Semelhante ao teste 1, as porcentagens liquidadas me´dias se mostraram pro´ximas ao nı´vel
aceita´vel de liquidac¸a˜o. Pore´m, com o intervalo entre formac¸a˜o de carteira e liquidac¸a˜o da mesma
de apenas um dia resultaram em maior proximidade entre porcentagem liquidada e nı´vel aceita´vel
de liquidac¸a˜o, quando comparado com intervalos de 20, 40 e 60 dias. Em alguns casos, quando
a restric¸a˜o de liquidez se mostra inativa, a porcentagem liquidada chega a ser maior do que o
nı´vel aceita´vel. Comparando o nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel com o nu´mero de ativos formadores
da carteira observou-se uma tendeˆncia de aumento do nu´mero de ativos com o aumento do nı´vel
aceita´vel de liquidac¸a˜o.
Dos 250 dias em que carteiras foram formadas, em cada amostra, foi possı´vel a formac¸a˜o
de carteira em praticamente todos os casos. Pore´m, em alguns poucos casos a carteira o´tima na˜o foi
encontrada, devido ao tempo limite de tentativa de soluc¸a˜o se esgotar. Na amostra 1 o tempo limite
foi atingido em 11 carteiras. Na amostra 2 ocorreu em 5 carteiras e na amostra 3 em 15 carteiras.
Em todos os casos de tempo limite atingido o nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel e´ de 100%. Com o
problema mais restrito a dificuldade computacional se mostra mais elevada.
A porcentagem liquidada na˜o mostrou depender do valor da carteira formada, para os
casos em que a restric¸a˜o de liquidez se mostra ativa. Em todos os casos a porcentagem liquidada
se mostrou pro´ximo ao nı´vel de liquidez, independente do valor da carteira atribuı´do. Pore´m, foi
observado um aumento no nu´mero de ativos participantes para careiras com maior valor.
A Tabela 8 apresenta os resultados para o risco me´dio encontrado nas carteiras formadas.
Novamente, os resultados foram semelhantes aos resultados do teste 1. Analisando as 3 diferentes
medic¸o˜es de risco foi observado um aumento no risco no aumento do nı´vel de liquidac¸a˜o aceita´vel.
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Tabela 8: Previso˜es de volatilidade na amostra 1, com restric¸a˜o de liquidez
pnvl VTC (R$) Desvio Padra˜o GARCH EWMA
0,3 1E+06 0,104 0,112 0,090
0,3 1E+07 0,110 0,120 0,089
0,3 1E+08 0,129 0,140 0,099
0,5 1E+06 0,107 0,117 0,091
0,5 1E+07 0,127 0,138 0,097
0,5 1E+08 0,177 0,189 0,127
0,7 1E+06 0,118 0,129 0,095
0,7 1E+07 0,156 0,165 0,111
0,7 1E+08 0,245 0,256 0,167
1 1E+06 0,158 0,174 0,121
1 1E+07 0,216 0,230 0,145
1 1E+08 0,369 0,367 0,244
Para a amostra 1, fixando o valor da carteira em R$: 10 milho˜es, temos um aumento do desvio
padra˜o de 0,11, quando o nı´vel esta´ em 30%, chegando a 0,216 quando o nı´vel esta´ em 100%. Ja´
no modelo sem restric¸a˜o de liquidez o valor fica em 0,108. Portanto e´ observado um aumento do
risco da carteira formada ao tornar ativa a restric¸a˜o de liquidez inserida. Assim, sendo elevado o
percentual liquidado me´dio de 12,35% para 98,95% foi constatado que o risco passa de 0,108 para
0,216, considerando o desvio padra˜o. A mesma conclusa˜o vale para as duas demais medidas de
risco.
5. Considerac¸o˜es Finais
A aplicac¸a˜o de restric¸a˜o de liquidez em um modelo de selec¸a˜o de carteiras foi aplicada ao mercado
brasileiro. Foram inseridos, na restric¸a˜o proposta, paraˆmetros utilizados em normas brasileiras para
o controle de liquidez de fundos de investimento. Controles de liquidez passaram a ser realiza-
dos mais fortemente por corretoras e bancos a partir de 2012, quando foi publicada pela CVM a
instruc¸a˜o que exige implementac¸a˜o de controles efetivos dos nı´veis de liquidez. Portanto, o modelo
adotado no trabalho se mostra adequado para utilizac¸a˜o no mercado brasileiro.
O modelo de selec¸a˜o de carteiras de mı´nima variaˆncia foi utilizado no presente trabalho.
Foi encontrada uma grande dificuldade computacional, devido ao grande nu´mero de testes reali-
zados e carteiras formadas. Com o objetivo de atenuar essa dificuldade foram realizados alguns
procedimentos como inserir tempo limite para tentativa de soluc¸a˜o e utilizac¸a˜o de um modelo de
Markowitz adaptado, proposto em Filomena e Lejeune [2012].
Na ana´lise de resultados foram encontrados nı´veis de liquidac¸a˜o elevados, na presenc¸a da
restric¸a˜o de liquidez imposta, quando comparados aos nı´veis em casos sem restric¸a˜o imposta. Os
nı´veis de liquidac¸a˜o obtidos se mostraram pro´ximos aos nı´veis impostos na restric¸a˜o de liquidez.
Foi observado, atrave´s das treˆs medic¸o˜es realizadas, que o risco da carteira formada aumenta na
medida que a formac¸a˜o da carteira se torna mais restrita devido a limitac¸o˜es de liquidez dos ativos
disponı´veis. Essa limitac¸a˜o aumenta com o aumento do nı´vel de liquidez aceita´vel da carteira e com
o valor da carteira formada impostos.
Um estudo mais completo, adicionando custos de transac¸a˜o ao modelo de forma endo´gena
ao modelo pode ser explorado para trabalhos futuros. Pode ser mencionado tambe´m, para estudos
futuros, a inserc¸a˜o de diferentes retornos exigidos para a carteira, e a maneira como o nı´vel de
liquidac¸a˜o obtido e´ afetado. Resultados podem ser comparados para diferentes modelos de selec¸a˜o
de carteiras. No aˆmbito computacional, estudos com o objetivo de diminuic¸a˜o de tempo de obtenc¸a˜o
de soluc¸a˜o se mostram importantes.
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